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第一讲 因式分解与一元二次方程

因式分解是代数式的一种重要的恒等变形，它与整式乘法是相反方向的变形．在分式运算、解方程及各种恒等

变形中起着重要的作用．是一种重要的基本技能．

因式分解的方法较多，除了初中课本涉及到的提取公因式法和公式法(平方差公式和完全平方公式)外，还有公

式法(立方和、立方差公式)、十字相乘法和分组分解法等等．

一、公式法(立方和、立方差公式)
我们在初中已经学习过了下列一些乘法公式：

（1）平方差公式
2 2( )( )a b a b a b    ；

（2）完全平方公式
2 2 2( ) 2a b a ab b    ．

我们还可以通过证明得到下列一些乘法公式：

（1）立方和公式 2 2 3 3( )( )a b a ab b a b     ；

（2）立方差公式 2 2 3 3( )( )a b a ab b a b     ；

（3）三数和平方公式 2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ac        ；

（4）两数和立方公式 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b     ；

（5）两数差立方公式 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b     ．
【例 1】分解因式：

(1) 3 43 81a b b (2) 7 6a ab

解：(1) 3 4 3 3 2 23 81 3 ( 27 ) 3 ( 3 )( 3 9 )a b b b a b b a b a ab b       ．

(2) 7 6 6 6 3 3 3 3( ) ( )( )a ab a a b a a b a b     
2 2 2 2

2 2 2 2

( )( )( )( )
( )( )( )( )
a a b a ab b a b a ab b
a a b a b a ab b a ab b

      

      

二、分组分解法

从前面可以看出，能够直接运用公式法分解的多项式，主要是二项式和三项式．而对于四项以上的多项式，如

ma mb na nb   既没有公式可用，也没有公因式可以提取．因此，可以先将多项式分组处理．这种利用分组来

因式分解的方法叫做分组分解法．分组分解法的关键在于如何分组．

1．分组后能提取公因式

【例 2】把2 10 5ax ay by bx   分解因式．

解： 2 10 5 2 ( 5 ) ( 5 ) ( 5 )(2 )ax ay by bx a x y b x y x y a b         

说明：用分组分解法，一定要想想分组后能否继续完成因式分解，由此合理选择分组的方法．本题也可以将一、四

项为一组，二、三项为一组，同学不妨一试．

【练习】把 2 2 2 2( ) ( )ab c d a b cd   分解因式．

解： 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )ab c d a b cd abc abd a cd b cd      
2 2 2 2( ) ( )abc a cd b cd abd   

( ) ( ) ( )( )ac bc ad bd bc ad bc ad ac bd      

2．分组后能直接运用公式

【例 3】把 2 2x y ax ay   分解因式．解： 2 2 ( )( ) ( ) ( )( )x y ax ay x y x y a x y x y x y a           

【练习】把 2 2 22 4 2 8x xy y z   分解因式．解： 2 2 2 2 2 22 4 2 8 2( 2 4 )x xy y z x xy y z      
2 22[( ) (2 ) ] 2( 2 )( 2 )x y z x y z x y z       
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三、十字相乘法

大家知道，
2

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2( )( ) ( )a x c a x c a a x a c a c x c c      ．

反过来，就得到：
2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2( ) ( )( )a a x a c a c x c c a x c a x c     

我们发现，二次项系数 a分解成 1 2a a ，常数项 c分解成 1 2c c ，把 1 2 1 2, , ,a a c c 写成 1 1

2 2

a c
a c ，这里按斜线交叉相

乘，再相加，就得到 1 2 2 1a c a c ，如果它正好等于
2ax bx c  的一次项系数b，那么

2ax bx c  就可以分解成

1 1 2 2( )( )a x c a x c  ，其中 1 1,a c 位于上一行， 2 2,a c 位于下一行．

这种借助画十字交叉线分解系数，从而将二次三项式分解因式的方法，叫做十字相乘法．

必须注意，分解因数及十字相乘都有多种可能情况，所以往往要经过多次尝试，才能确定一个二次三项式能否

用十字相乘法分解．

【例 4】把下列各式因式分解：

(1) 2 7 6x x  (2) 2 13 36x x  (3) 212 5 2x x 

解(1)：  6 ( 1) ( 6), ( 1) ( 6) 7         2 7 6 [ ( 1)][ ( 6)] ( 1)( 6)x x x x x x          

解(2)：  36 4 9,4 9 13    2 13 36 ( 4)( 9)x x x x     

解(3)： 212 5 2 (3 2)(4 1)x x x x    

(4) 2 26x xy y  (5) 2 25 6 8x xy y  (6) 2 2 2( ) 8( ) 12x x x x   

解(4)： 2 2 2 26 6 ( 3 )( 2 )x xy y x yx x y x y       

解(5)： 2 25 6 8 ( 2 )(5 4 )x xy y x y x y    

解(6)： 2 2 2 2 2( ) 8( ) 12 ( 6)( 2)x x x x x x x x        

( 3)( 2)( 2)( 1)x x x x    

四、拆、添项法

【例 5】分解因式
3 23 4x x 

分析：此多项式显然不能直接提取公因式或运用公式，分组也不易进行．细查式中无一次项，如果它能分解成几个

因式的积，那么进行乘法运算时，必是把一次项系数合并为 0 了，考虑通过添项或拆项解决．

解： 3 2 3 23 4 ( 1) (3 3)x x x x     
2 2( 1)( 1) 3( 1)( 1) ( 1)[( 1) 3( 1)]x x x x x x x x x            
2 2( 1)( 4 4) ( 1)( 2)x x x x x      

说明：本解法把原常数 4 拆成 1 与 3 的和，将多项式分成两组，满足系数对应成比例，造成可以用公式法及提

取公因式的条件．本题还可以将 23x 拆成 2 24x y ，将多项式分成两组 3 2( )x x 和 24 4x  ．

五、一元二次方程的根与系数的关系

一元二次方程
2 0 ( 0)ax bx c a    的两个根为：

a
acbbx

a
acbbx

2
4,

2
4 2

2

2

1







所以：
2 2

1 2
4 4

2 2
b b ac b b ac bx x

a a a
     

     ，
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2 2 2 2 2

1 2 2 2

4 4 ( ) ( 4 ) 4
2 2 (2 ) 4

b b ac b b ac b b ac ac cx x
a a aa a

        
     

定理：如果一元二次方程
2 0 ( 0)ax bx c a    的两个根为 1 2,x x ，那么：

1 2 1 2,b cx x x x
a a

   

说明：一元二次方程根与系数的关系由十六世纪的法国数学家韦达发现，所以通常把此定理称为”韦达定理”．上

述定理成立的前提是 0  ．

【例 6】若 1 2,x x 是方程 2 2 2007 0x x   的两个根，试求下列各式的值：

(1)
2 2

1 2x x ； (2)
1 2

1 1
x x
 ； (3) 1 2( 5)( 5)x x  ； (4) 1 2| |x x ．

分析：本题若直接用求根公式求出方程的两根，再代入求值，将会出现复杂的计算．这里，可以利用韦达定理来解

答．

解：由题意，根据根与系数的关系得： 1 2 1 22, 2007x x x x    

(1)
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2( ) 2 ( 2) 2( 2007) 4018x x x x x x        

(2) 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2
2007 2007

x x
x x x x

 
   



(3) 1 2 1 2 1 2( 5)( 5) 5( ) 25 2007 5( 2) 25 1972x x x x x x            

(4)
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2| | ( ) ( ) 4 ( 2) 4( 2007) 2 2008x x x x x x x x          

说明：利用根与系数的关系求值，要熟练掌握以下等式变形：

2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) 2x x x x x x    ， 1 2

1 2 1 2

1 1 x x
x x x x


  ， 2 2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) 4x x x x x x    ，

2
1 2 1 2 1 2| | ( ) 4x x x x x x    ， 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2( )x x x x x x x x   ，

3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2( ) 3 ( )x x x x x x x x     等等．韦达定理体现了整体思想．

【例 7】已知关于 x的方程 2 21( 1) 1 0
4

x k x k     ，根据下列条件，分别求出 k的值．

(1) 方程两实根的积为 5； (2) 方程的两实根 1 2,x x 满足 1 2| |x x ．

分析：(1) 由韦达定理即可求之；(2) 有两种可能，一是 1 2 0x x  ，二是 1 2x x  ，所以要分类讨论．

解：(1) ∵方程两实根的积为 5

∴

2 2

2
1 2

1[ ( 1)] 4( 1) 0 34 , 4
1 21 5
4

k k
k k

x x k

          
   


所以，当 4k  时，方程两实根的积为 5．

(2) 由 1 2| |x x 得知：

①当 1 0x  时， 1 2x x ，所以方程有两相等实数根，故
30
2

k    ；

②当 1 0x  时， 1 2 1 2 0 1 0 1x x x x k k           ，由于
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30
2

k    ，故 1k   不合题意，舍去．

综上可得，
3
2

k  时，方程的两实根 1 2,x x 满足 1 2| |x x ．

说明：根据一元二次方程两实根满足的条件，求待定字母的值，务必要注意方程有两实根的条件，即所求的字

母应满足 0  ．

【例 8】已知 1 2,x x 是一元二次方程 24 4 1 0kx kx k    的两个实数根．

(1) 是否存在实数 k，使 1 2 1 2
3(2 )( 2 )
2

x x x x    成立？若存在，求出 k的值；若不存在，请您说明理由．

(2) 求使 1 2

2 1

2
x x
x x

  的值为整数的实数 k的整数值．

解：(1) 假设存在实数 k，使 1 2 1 2
3(2 )( 2 )
2

x x x x    成立．

∵ 一元二次方程 24 4 1 0kx kx k    的两个实数根

∴ 2

4 0
0

( 4 ) 4 4 ( 1) 16 0
k

k
k k k k


 

        
，

又 1 2,x x 是一元二次方程 24 4 1 0kx kx k    的两个实数根

∴
1 2

1 2

1
1

4

x x
kx x
k

 

 



∴ 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2(2 )( 2 ) 2( ) 5 2( ) 9x x x x x x x x x x x x       

9 3 9
4 2 5
k k
k


      ，但 0k  ．

∴不存在实数 k，使 1 2 1 2
3(2 )( 2 )
2

x x x x    成立．

(2) ∵
2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2

( ) 4 42 2 4 4
1 1

x x x x x x k
x x x x x x k k

 
         

 

∴ 要使其值是整数，只需 1k  能被 4 整除，故 1 1, 2, 4k      ，注意到 0k  ，

要使 1 2

2 1

2
x x
x x

  的值为整数的实数 k的整数值为 2, 3, 5   ．

说明：(1) 存在性问题的题型，通常是先假设存在，然后推导其值，若能求出，则说明存在，否则即不存在．

(2) 本题综合性较强，要学会对
4

1k 
为整数的分析方法．
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练习题答案：

A 组

1． 2 2 2( 3)( 3 9), (2 )(4 2 ), (2 3 )(4 6 9 ),a a a m m m x x x        

2 2 2 2 2 2 21 1 2 1 1(2 )(4 2 ), (2 )(4 ), ( 2 )( 2 4 )
64 5 5 25 216

p q p pq q xy x y xy xy c x y xyc c         

2． 2 2 2 2( )( ), ( )( ),nx x y y xy x x x y x xy y     
2 2 2 2 2 4 3 2( )[( ) ( ) ], ( 1) ( 4 3 2 1)a m n b m n b m n b y x x x x x          

3． ( 2)( 1), ( 36)( 1), ( 13)( 2), ( 9)( 3)x x x x x x x x       

( 9)( 3), ( 5 )( ), ( 4)( 7)x x m n m n a b a b       

4．
3 2 2( 2)( 8), ( 3 )( 2 ), ( 3)( 1)( 2 3), ( 3)( 3)( 2)nax x x a a b a b x x x x x x x          

2(2 3)(3 1), (2 )(4 15 ), (7 7 2)( 1), (2 1)(3 5)(6 7 5)x x x y x y a b a b x x x x           

5． 2( )(3 ), (2 1) (2 1), ( 3)(5 2 ), (2 5 6)(2 5 6)x y a y x x x x y a b a b         
2 3 3 3 3(1 2 )(1 2 ), ( ) ( ), ( 1 )( 1 ), ( )( 1)x y x y ab a b a b x y x y x x y x y             ．

6． A 7．A 8．A 9． 3 10． 9 或 3

11． 2 1(1) 16 5 0    (2)
2

m m     

B 组

1． 2 2( )( ), ( 4 2 )( 2 ), ( 4 8)( 4 8),bc ad ac bd x m n x n x x x x        
2( 1)( 3)( 7), ( 2 ) ( 2 )x x x x y x y     ．

2．
28
3

3． 5 35 4 ( 2)( 1) ( 1)( 2)n n n n n n n n      

4． 3 2 2 3 2 2( )( )a a c b c abc b a ab b a b c        


